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DIRECT AND INVERSE PROBLEMS OF THE LOGARITHMIC POTENTIAL
WITH A FINITE NUMBER OF PARAMETERS
N.R. Abubakirov, L.A. Aksentev
In the direct problems we know a domain D and find the gradient of the potential inside or outside
of this domain. In the inverse problems we know the gradient of the potential near infinity and find a
domain D. Also we consider direct and inverse problems for the gradient of the logarithmic potential
of the simple layer with different types of the contours and new class of the gradient functions.
Keywords: logarithmic potential, gradient, integral equation.
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Мы определяем специальные функционалы как точные константы в интегральных
неравенствах для пробных функций, заданных в областях на плоскости. Получены ана-
логи и обобщения классического результата Ф. Реллиха для двумерного случая, когда
требуются дополнительные условия на коэффициенты Фурье пробной функции.
Ключевые слова: неравенство Реллиха, конформные отображения, равномерно
совершенное множество.
Рассматриваются области Ω ⊂ C, Ω ̸= C. Пусть dist(z,∂Ω) — расстояние от точ-
ки z = x + i y ∈ Ω до границы области. Через C∞0 (Ω) обозначим множество гладких
комплекснозначных функций, имеющих компактные носители в области Ω ̸=C. Во
многих работах изучалось следующее вариационное неравенство типа РеллихаÏ
Ω
|∆ f (z)|2
(dist(z,∂Ω))−2+2n
d x d y ≥ c2n(Ω)
Ï
Ω
| f (z)|2
(dist(z,∂Ω))2+2n
d x d y ∀ f ∈C∞0 (Ω), (1)
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где z = x+ i y ∈Ω, ∆— оператор Лапласа, n — фиксированное вещественное число,
константа c2n(Ω) ∈ [0,∞) предполагается наибольшей из возможных, т.е. она опре-
деляется формулой
c2n(Ω)= inf
f ∈C∞0 (Ω), f ̸≡0
Î
Ω |∆ f (z)|2(dist(z,∂Ω))2−2nd x d yÎ
Ω | f (z)|2(dist(z,∂Ω))−2−2nd x d y
.
Отметим, что c2n(Ω) — инвариант линейных конформных преобразований, т.е.
c2n(Ω)= c2n(aΩ+b), где aΩ+b = {w ∈C : w = az+b, z ∈Ω}, a,b ∈C, a ̸= 0.
Неравенство (1) хорошо изучено для случая, когда областьΩ=C\{0} и, очевидно,
dist(z,∂(C \ {0})) = |z|. В частности, Ф. Реллих доказал (см. [1]), что c21(C \ {0}) = 0, но
для любой функции f ∈C∞0 (C\ {0}), удовлетворяющей условиюˆ 2π
0
f (r eiθ)sinθdθ =
ˆ 2π
0
f (r eiθ)cosθdθ = 0 (∀r ∈ (0,∞)),
справедливо неравенствоÏ
C
|∆ f (z)|2 d x d y ≥
Ï
C
| f (z)|2
|z|4 d x d y
с точной константой 1 вместо c21(C\ {0})= 0.
Кроме того, в статье [2] П. Калдироли и Р. Мусина доказали, что c2n(C\{0})= 0 для
любого целого числа n. Мы дополняем эти результаты следующим утверждением.
Теорема 1. Пусть n ∈Z, и пусть функция f ∈C∞0 (C\ {0}) удовлетворяет условиюˆ 2π
0
f (r eiθ)sinnθdθ =
ˆ 2π
0
f (r eiθ)cosnθdθ = 0 (∀r ∈ (0,∞)).
Тогда справедливо неравенствоÏ
C
|∆ f (z)|2 d x d y|z|−2+2n ≥ (2|n|−1)
2
Ï
C
| f (z)|2 d x d y|z|2+2n . (2)
Постоянная (2|n|−1)2 является точной, т.е. максимальной из возможных в неравен-
стве (2) для указанного класса функций.
Предположим теперь, что область Ω⊂C имеет не менее двух граничных компо-
нент. Через M(Ω) обозначим точную верхнюю границу конформных модулей дву-
связных областей, лежащих в области Ω и разделяющих границу Ω. Если область Ω
односвязна и Ω ̸=C, то полагаем M(Ω)= 0 по определению.
Очевидно, 0 ≤ M(Ω) ≤∞ и M (C\ {0}) =∞. Отметим также, что область с конеч-
ныммаксимальныммодулемM(Ω)имеетравномерно совершеннуюграницу. Спра-
ведливо и обратное утверждение. Ряд примеров таких областей и нетривиальные
критерии конечности M(Ω) можно найти в работах [3] и [4].
В монографии [5], опубликованной в 2015 году, читатель может найти базовые
результаты по неравенствам типа Харди и Реллиха с полными доказательствами.
Несколько утверждений о функционалах c20(Ω) и c21(Ω) получены нами в 2016 году.
В частности, в [6] доказано, что
c20(Ω)> 0⇐⇒ c21(Ω)> 0⇐⇒M(Ω)<∞.
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Кажется вероятным, что этот результат можно распространить на функционалы
c2n(Ω) для произвольного n ∈Z. Но к настоящему времени удалось подтвердить эту
гипотезу лишь частично. А именно, нами доказано следующее утверждение.
Теорема 2. Пусть n ∈Z, и пусть Ω⊂C— область с максимальным модулем M(Ω).
Если M(Ω)=∞, то c2n(Ω)= 0.
Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант№ 17–01–00282.
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GENERALIZATIONS OF A RELLICH INEQUALITY WITH WEIGHTS
F.G. Avkhadiev
We determine some special functionals as sharp constants in integral inequalities for test functions,
defined on plane domains. We prove analogs and generalizations of a classical Rellich result for two
dimensional case, when there is an additional restriction on Fourier coefficients of the test functions.
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В статье решается задача оптимизации полиномиальных проекционных методов ре-
шения периодических уравнений с дробно-интегральным оператором Вейля в главной
части. Для класса регуляризованных интегральных уравнений дробного порядка, за-
даваемых принадлежностью коэффициентов фиксированному классу Гельдера, в паре
пространств гельдеровых функций доказана оптимальность по порядку точности из-
вестных методов: Галеркина по тригонометрической системе функций, коллокации
